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Am 5., 6., '1’4 und 15. April ’966 hielt Herr Per ‘
Martin-L3 £ (Stockholm) 4 Vortrage am Ma»the-‘
matlschen Inutltut der Unlveruitat Erlangen Gegeﬁ~'

“stand der Vortrage waren neuere, 2. T. noch" unverof—

ifentllchte Unteruuchungcn von Kolmogoroff und Maptln—; .
. Lof, dic u.a. einc Rechtfcrtlgung der Idcen von von J
'Mlscs zur Grundlegung der Wahrgchelnllchkeltstheorle
enthalten Herr Mart1n—Lof bcrlchtetc elngehend uberfi‘
die Geschlchtc des gesamten Fragenkrelses und gab
auch eine kurze Elnfuhrung 1n den, gegenwartigen Unterj
suchungen zugrundellegenden Zwelg der mathematlscheni‘¢
- Logik., Um elnen groBcren Krels von Kollegen und. .IVF

Komnllltonen den Zugang zu dlcsen Dingen 2u erlelch~ﬁ:

tern, haben wir dic Vontrage ausgegrbeltet DaB der

hiermit vorgelegte Mext nlcht annahernd dle Lebendig~4§-
Vkelt der Vortrage wiedergibt, liegt naturllch an - uns.w
Wir sind auch durch leidlich konsequente Verwendung ‘
der mengentheoretischen Schreibweise von Herrn Mart;nﬁiﬁ;§ f
Lof's Darstellung abgcwicheﬁ. Es sollte\a1S61kiéf’Seih;fﬁé‘

'daB ein von Herrn Martin-Lof selbst geschrlebener Teﬁt *;;Q  
.andero aussahe als dleser ‘Ebenso gehen alle Fehler zu.{;if
unseren Lasten. Herr MaPtlﬂ*LOf hatue die groBe Freund~ 1‘7 

:11phke1t unserc Nanuskrlpte mlt uns durchzusprechen_if.; 
CoWip mochten 1hm nochmalsfwarmstens danken jﬁwg'“5

';Erlangen, dcn 16 Aprll 1966 o
SR o SR ¢ Jaeobs
,ﬂA“ Cn R ‘ j:gf-.j:y Muller

Vo
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§1. Die ursprﬁnglichen Ideen von von Mises und
Kolmogoroff. - ) ’ '
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Wir wollen versuchen, VUahrscheinlichkeitstheorié im
Raum

Q = {wz(xl, Xpyeee) | Xt.: O oder 1, t = 1,2,...}

(auf den wir uns hier der Einfachheit halber beschrénken).

zu treiben.

Es gibt zweli verschiedene Vorschlage, diesen Versuch
auf eine exakte Grundlage zu stellen.

. ;“ ) \ 1‘::‘
1. _Der von Mises'sche Vorschlag TR

legt den Begriff der zufalligen Folge w ¢ Q (Kollektiv)

——— T (oAt - - o —

—— g — -

(ein Kollektiv), wenn sie folgende beide Axiome e:fﬁiltg'“ SR

e Aty e e Br— - wo— . ti] B S e S

Axiom I: Die relativen Haufigkeiten des Auftreétens wvon
O bzwv. 1 1in w existicren.
Axiom II: Diesc relativen H#ufigkeiten dndern sich nicht, D)

wenn man vermoge einer Auswahlregel zu einer .

——— d—— ——

Die Aufgabe der‘Wahrscheinlichkeitstheofie"besteht nach
von Mises darin, aus gegebenen Kollektivs neue Kollék—

tivs herzuleiten, und -die zugehﬁrigen'relativen (Iimes~) -

Heufigkeiten, die dann Wahrsgheinlichkeiten genennt'wer:

o N Voo : ~

den, zu bestimmen.
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“In Axiom II steckt deriBegriff 'Auswahlregel', den vop“:'
Mises bei der in den 30er Jahren gefﬁhrteh Diskussioﬁ7€ ”‘t ‘ﬂx7

nicht vollig mathematisch prézisieren konnte. Erfkbnnte‘
es im Wesentlichen deshalb nicht, weil die formale Ldgik__ﬁ -
damals noch nicht weit genug entwickelt bzw. bekannt,ﬁaﬁ."/*“iﬁ

Immerhin konnte A. Wald [4] , [13] eine Prézisiéfung |

in folgeﬁdem Sinne geben: Er definierte exakt"so'etﬁas'”
wie 'sequentielle Auswahlregeln' und den Begriff»des
'Kollektivs bezliglich eines gegebenen Systemslw‘solchér
Auswahlrepeln' und konnte einen Satz beweisen, der beéagti_f.”

dafl es zu einer vorgeschrlebenen Wahrschelnllchkelb o

fir das Avftreten von '1' und einem abzahlbaren System W

von Auswahilregeln stets kontlnulerllchnvxele Kollektlvs'fw¥£:¢g

bezuglich W gibt, fur die die relative Hauflgkext der~jf

" Einsen gleich p ist.

Die Diskussion von Axiom IT wurde 1939 von Ville [12] - '«

durch ein Beispiel vorldufig beendet, das zeigte: Wahlt - . .~

man (z.B.) p = %—, so gibt es zu jgggg_abzéhlbaréni R

«. -
g

System W von sequentiellen Auswahlregeln ein Kollektiv'ﬁ’\*'V

w = (X4, Xp,...) beziiglich W mit %-als relatlve Hauf1g~W'
keit von '1', derart, daB die finiten relativen Hauflg-/‘”
keiten der 1, d.h. dic Ausdriicke - ‘ ,-.15;\Tﬁﬁd7

u'—|

stets % sind‘(sie haben natﬁflich fur ¢ —-ﬁggx'gégen;a”

den Wert % zu konvergieren). . -
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Eine solche Folge entspricht nicht der intuitiven Vor-
stellung von einer 'zuféiligen Foige', sie hat eine
'WVorliebe fiir 1'., Exakt kann man z.B. sagen:'sie ge-

nugt nicht dem Gesetz vom iterierten Logarithmus.j'

Dies Beispiel bedeutet, daB man die von Mises'schen
Ideen noch betrachtlich weiterentwickeln muB; um:zﬁ‘einer
befriedigenden Theorie zu gelangen. Als vernunftiges -
Ziel ‘erscheint dic mathematische Prazisierung folgen-

| der intuitiven Defintion: Eine Folge w e Q helﬁt zu-

Nrrwe —

fallig, wenn sie allen Fastuberallgesetzen der Wahr- |

scheinlichkeitstheoric genugt. - Offenbar hatte‘von,f*

Mises nur das starke Gesetz der groBen Zahl, sowie Satze * .

uber das Nichtvorhandensein von Spielsystemen ins Auge
gefaBt, dagegen Satze wie den vom iterierten Logarithf

mus auBler Betracht gelassen.

e s i - . _— ———— B e S - b e ot B G—— . T—— — o

legt den Begriff der ygk_l_lg;sgpginlicpkeit eines Ereig— ‘oo

" nisses zugrunde. Dies hat den Vorteil, daB sich die ”f*“ﬁ“-:‘

Wahrscheinlichkeitstheorie in eine exakte mathematlische

Theorie - die Theorie der Mengenfunktionen, mit der\-"'“

MaRtheorie als hochausgebildetem Hauptzweig - .einbauén
1laRt. Unklare matﬁematische Begriffe tre“en nicht auf |
Dagegen hat man eine (beuuBLe) Unscharfe bei der Inter~"
.precablon von Wahrschelnllchkeiten. Auf Selte 4 E .

'»von Kolmogoroff L5J flndet sich der Satz

S
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*'Unﬁer’gewissen Bédingungen ‘e kann man voraussetzen
daB .einem Erelgnls A, welches 1nfolge der Bedlngungene'

' auftrltt oder nicht, eine gew1sse reelle Zahl P(A) zu—'

geordnet ist, welche folgende Eigenschaften b651tzt.w:'

A. Man kann praktisch sicher séin, daB, wenn man deﬂt\ﬁ“*
Komplexrder Bedingungen & eine grofle Apzahlvbnfn’f “}u% ”
Malen wiederholt und dabei durch m die Anzahl def'“,':hri?;
.Falle bezeichnet, bei denen das Erelgnﬂs A stattge~f
funden hat das Verhdltnis m/n sich von P(A) nurv‘ :

~

wenig unterscheidet. ' - . _y;“ﬁfy “2" -

B. Ist P(A) sehr klein, so kann man praktlsch 31cher

?f;ﬂ ; J- ) sein, daB bei einer elnmallgen Reallsatlon der Be
: dlngungen 6 das Ereignis A nicht stattflndetr
LU T

Def Kolmogoroff'sché Ansatz von 1933 liefert inébeébﬁdef§f ”¥
kelne Pra2151erung der obigen intuitiven- Deflnltlon des
Begriffs 'zufalllge Folge'- Bei jeder Anwendung elnes 'gijigi}
Fastiiberall- Gesetzes der Uahrschelnllchkeltstheorle o »

. tritt eine Nullmenge S Q als Ausnahmemenge auf; 'die'i

f Vereinigung aller derartlgen Nullmengen ist aber Q ;f"“;4f_\ 
wenn die zugrundegelegte Wahlschelnllchkeltsvertellung - #';

£

Y , punktmassenfrel ist.

3. _Altere Literatur L

von Mlses hat ‘einen Tell seiner Ideen bereits in. l_7j

iH k“; .('919) geauBert Elne zusammenfassende Publlkatlon 1st

’fv. Mlses Buch LSJ (1936) Zu beachten 31nd dle Be1~

' trage der Genfer Tagung von 1937 ( [4] ) mit Arbelten
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von Feller, Fréchet; v. Mises u.a., sowie die Arbeiten
von Wald [4], 1130 und ville [12].
i

ls Vorldufer kann man die Arbeit von Borel 1. (1909).

=8

6]

1

O

6}

ersten Beitrag von logischer Seite die Arbeit von
" Church :22 (1940) ansechen. .
Vgl. ferner Tornier L1711, Copeland .3., Popper .97,

Reichenbach [10J.

orlesung ist ein Bericht uber eine neue

Definition des Begriffs 'zufallige Folge', die Kolmogoroff

neuderdings vorgeschlagen hat. Sie beruht auf der von ver- |

schiedenen Logikern in verschiedenen aquivalenten Fassun-
gen entwickelten Theorie der Algorithmen. In § 2 wird

daher ein Abrifl eincr dieser Fassungen gegeben.
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Dieser Abschnitt enth#lt Definitionen und Satze aus der
Theorie der rekursiv aufzdhlbaren Mengen, auf die sich |

die spdteren Ausfilhrungen stitzen werden.

Es gibt mehrere im wesentlichen équivélente Theorien der
fekursiyen Aufzahlbarkeit, die auf Herbrand, Godel, Church,
Kleene, Turing, Post und Markow zuruckgehen. Die hier ge-
gebenewDarstellung folgt im wesentlichen den Ideen von
Post; eine zentrale Rolle spielen die Begriffe 'rekursiv

aufzéhlbare Menge', 'kanonischer Kalkul'

(vegl. [1} )[2])0

— e e e o e o s e e o W - e " e - oy v e ot o o S = on V. S — S V" o o

.Intuitiv stellt man'sich unter einer rekursiv aufzéhl--;
baren Menge eine Menge‘vor, dereh Elemente sich in irgend--
einer Reihenfolge (Wiederholung ist eriéubt) nach einem
festgelegten Verfahren (Algorithmus) aus endlichem Gruﬁa— 

material erzeugen lassen; dabei durfen schon erzeugte

~ Elemente bei der Erzeugung weiterer Elemente mitbenutzt

werden - deher das Wort 'rekursiv'. Wir verdeutlichen

diese Vorstellung durch einige Beispiele:




2.2

"W

ernierende Worter).

Beispiel 1 (alter end ter).
Seien ©4,B zwei verschiedene Zeichen. Endliche Folgen,
dic mit Hilfe dieser Zeichen gebildet sind, heifien Worter
uber L, B, und werden auch mit a,b,... bezeichnef. Das
von ob, B verschiedene Verlegenheitssymbol Ll bezeich-
net das leere VWort, bzw. eine Leerstelle und kann, wenn.
keine Verlegenheit besteht, auch weggelassen werden;s

act bezeichnet das aus dem Wort a durch Anhangen von o
entstehende verlangerte Wort etc.; insbesondere ist stets

4

all =a= [Ja. bie Menge

il

R={0,c,B, B, Bol, 8Bt , BXRB,...]}

.4

e e e A Y e —— —— - g T—c——

dem durch folgende drei Regeln festgelegten Verfahren
aus dem Grundmaterial {o(,B} erzeugen:
A1) [],OLund B sind alternierende Worter.

A2) Ist xol ein alternierendes Wort, so ist xo B ein
alternierendes Wort.

A3) 1Ist xB ein alternierendes Wort, so ist xBot ein
alternierendes Vort.

Beispiel_ 2 __(die natiirlichen Zahlen).

e

4]

el & ein Symbol. Die Menge
N={ 1], o, ol , kol L,

die man als die Menge der natlrlichen Zahlen ansehen
kann, laBt sich aus dem éndlichen Grundmaterial { ot}

nach den folgenden beiden Regeln erzeugen:




2
N1) [ ist eine natiirliche Zahl.

2) Ist x eine natilirliche Zahl, so ist x (¢ eine natiir-
liche Zahl.

die Vielfachen_ einer naturlichen_ Zshl x).

Sei a =o...0b ¢ N (auch a = [list zugelassen) eine natir-

liche Zahl.
Die Menge
aN = { [ , a, aa, aaa,...}
der naturlichen Vielfachen von a laBt sich aus dem‘endé

lichen Grundmaterial {a} nach folgenden Regeln erzeugen:

aN1) Ll ist ein Vielfaches von a

aN2) Ist y ein Vielfaches von a, so ist ya ein Viel- -
o ¥
faches von a. ] s

2. Mormalisierung des Begriffs der rekursiv aufzahl-
Geht man die in den Beispielen aus Nr. 1 angegebenen
Bildungsregeln durch, so stellt man fest, daB sie aus f
Axiomen, wie 3z.B. '[] ist eine naturliche Zahl’
und h
Ableitungsregeln (Produktionen) wie z.B.

'Ist xo¢ eine alternierende Folge, so ist
auch xdf3 eine alternierende Folge'

bestehen.

Wir formalisieren jetzt diesen Tatbestand.

Sei A eine endliche nichtleere Menge, die wir als

Alphabet bezeichnen, und

3

a




i}

=4y Lo
A1_={a1oloal/l a'—],c--,al€A}

die Menge der Wdrter der Linge 1 iber A (also das Kar-

tesische Produkt von 1 Exemplaren von A) und
L~

o= Aoat

1=0

o e S G ot G o S o . S

die lMenge aller endlichen Worter uber A.

\

Wir wollen den Begriff 'rekursiv aufzahlbare Teilmenge

von A' exakt definieren. Hierzu werden zundchst einige

einfachere Begriffe erklart.

Definition 2.1

® * 6 2 0 a0 s 0 00 s 0 e

Sei V= {x, ¥,...;, 2} eine endliche, zu A disjunkte Menge;‘ 

o Smirancuopuly uiSuingity "
i

: die Produktion einfach
' geschrieben . und auch als Axiom bezeichnet.

1 ;yrj ,éie,fﬁr‘das}épétervanZuwendene Einsetzverfahren als 'Leer-
'}i i\« ' stellen' bendtigen; W6réer Uber A + V (disjunkte Vereini;
; %y gungen werden auch durch + bezeichnet), nennen wir auchﬂ
i 2 Terme. Eine endliche evtl. leere Serie Gyt (r >0)
5 7?  von Termen und eih einziger Term t aus A + V bilden 29%

fi g sammen einc Produktion (Uber A, nit Vgriablen aus V).
é» E. Wir schreibeh sic | | ol
& 3 |
/ t1 : 't2 ceee tr
\
&
é ? Man nennt tl""’tr auch die Pramissen, t die‘gggglygig ~
? ;; ' dieser Produktion. Ist keine Pramisse vorhanden, so wird




o
U

Speziell kann [] ein Axiom sein.

befinition 2.2

Fine endliche Menge von Produktionen uber A wird als ein
karonischer Kalkul tber A (mit Variablen in der Vereini-
gung der bei den Produktionen auftretenden Variablenmengen)
bezcichnet. Ein Wort a aus A (d.h. Uber A) heiBt in diesem
Kalkul ableitbar, wenn es sich mittels dessen Produktionen

nach Cem Einsetzungsverfahren ableiten 1laRt.

Statt den jedermann gelaufigen Begriff 'Einsetzungsver-
fahren' hier formal komplett zu definieren, geben wir ein

Beispiel en:

Beispiel 1 _(Fortsebzung)

Das Wort olR oLBCL Uber A = {0 ,B} ist in dem durch die

Axiome [1,0l, B und die weiteren Produktionen

x X xB
xxf3 xBoL

gegebenen kanonischen Kalkul folgendermaBen ableitbar

Substitution x = ] x =0l x =ARB x = XBA
o Txou | xB | x| xB3
Produktion ol ] | ] .
Kol xBol %o X B
abgeleitetes | o | wg B | BB | LRAXROL

Die Menge der Variablen ist V = {x}.
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Definition 2.3

® 8 0 0 0 04 000 0

Bine Teilmenge S von A heift rekursiv aufzdhlbar
Lf_gffggjiyr§y§g§h}p§£l ﬁbér A, wenn es einen kahonischen
Kalkul Uber einem Alphabet B ® A (mit endlicher Variablen. -
menge V) gibt, derart, daB S genau die Menge aller in
diesem Kalkul ableitbaren Wdrter Uber A ist. Man sagt

dann, cer Kalkul erzeugt S.

Theoren 2.1 Sind 8, T rekursiv aufzdhlbar: Mengen iber A,
so sind auch SAT und S o T rekursiv aufzahlbare Mengen

uber A.

Beweis:-Skizze. Man schreibe die kanonischen Kalkiile fur
S und T hin und sorge dﬁrch Verwenden wvon Indices (z.B.
'S'" und 'T') dafur, daB sie disjunkt sind: Alle ivaalw
ki) fir S vorkommenden Wérter erhalten die Variable S

vorangestellt, so daR man jetzt mit ihm nur mehr Worter
der Gestalt Sx ableiten kann. Ebenso verfihrt man mif T.
Den aus Ciesen beiden disjunkten Kalkiilen bestehenden

Kalkul iber A mit um {3, T} efweiterten Variablenmengen

hat man jetzt nur noca um die

) Produktion Sx Tx zu ergénzen,
&

um den Kalkul fiir SAT zu erhalten.

2) Produktionen Sx  und Tx
) !

£ X

zu erganzen, um den Kalkil fiur S v T zu erhalten.




Die neuen Symbole S, T gehoren in die Menge B 2 A fur

den neuen Kalkul (Definition 2.1).

WVir werden spater eine rekursiv aufzdhlbare Menge S (iber
einem geeigneten Alphabet A) angeben, deren Komplement

S¢ = A - S nicht rekursiv aufzdhlbar ist, und dabei einen
Satz gewinnen, der zum Godel 'schen Unentscheidbarkeits-
satz analog ist. Dies bedeutet, daB die folgende Defini-

tion nichttrivial ist.

Definition 2.4

© o ¢ 6 8 * e 0 0 0 o

Eine Teilmenge S von A heift_rekursiv (= entscheidbar),

wenn sowohl S als auch S¢ = A - 8 rekursiv aufzahlbar

sind.

Wenn S € K rekursiv ist, so kommt jedes Element a ¢ A&
entweder beim Ableiten von S oder beim Ableiten von S¢

einmal vor; es wird also einmal entschieden, ob a zu A

gehort oder nicht. Allerdings 18Rt sich bpei gegebenem
a i.a. nicht voraussagen, bis wann dic Entscheidung sicher

gefallen ist.

5. Der Hauptsatz der Theorie der rekursiv aufzihl-

T o e o e i i s o e Bl e e L s e T s e S - i+ G — —— - et S S0 T 2 e A — — o o = < <

belfalt sich mit den rekursiv aufzdhlbaren Teilmengen
der aus dem ein-elementigen Alphabet A = {C¢} gebil-
deten Menge

E=N={[ ob, Lol , otLon,,...]
aller naturlichen Zahlen, die wir auch mit M, Nyees

bezeichnen werden.




2.8
Das kartesische Produkt NXN kann man als Teilmenge‘von B

auffassen, wobei B = {of, 92} ist:

Il x I ist: Man identifiziere das Paar (x, y) ¢ N x N mit
dem Wort x+y ¢ B. Somit hat es einen Sinn, von rekursiv
aufzahlbaren Teilmengen von N x N zu sprechen. Man kann

N x N auch mit N identifizieren (diagonale Durchzdhlung).

Der uns interessierende Hauptsatz lautet nun:

Theorem 2.2 Es gibt eine rekursiv aufzahlbare Teilmenge

- — — p——

U von N x N, derart, dall dic Menge der 'Schnitte’

U, = {n Il neN, (m, n) ¢ U} (m ¢ N)

mit der Menge der rekursiv aufzahlbaren Teilmengen von N
Ubereinstimmt. Das bedeutet: Lauft m durch N, so durch-
lauft Um genau das System aller rekursiv aufzdhlbaren
Teilmengen von N: jede dieser Teilmengen kommt mindestens

einmal als ein U, vor, und jedes Un ist so eine Teilmenge.

-

Ist U irgendeine rekursiv aufzdhlbare Teilmenge von N x N,
so ist jeder ihrer Schnitte Um eine rekursiv aufzihlbare
Teilmenge von N; man gewinnt einen U, erzeugenden Kalkul,

indem man dem U erzeugenden Kalkil die Produktion

hinzufugt.

Beweis. ~ .. Der exakte Beweis dieses Theorems besteht

in der Formalisierung folgender Idee:




2.9

Man schreibe simtliche Kalkiile tiber Alphabeten =2 {~} hin
und zeige, dall man sie in 'rekursiv aufzahlbarer VWeise'
numerieren kann; die Nummer ecines Kalklils nennt man dann
auch seine 'Godel--Nummer'. Dann baue man die so numerierten
Einzelkalkule zu einem Gesamtkalkul zusammen, der eine Teil-
menge U vbn N X N erzeugt, wobei Um gerade die vom Kalkul
mit der Godel-Nummer m erzeugte Teilmenge von N ist.

Bei der exakten Durchfuhrung dieses Programms ergibt sich
zundchst dic Aufgabe,daflir zu sorgen, daB der Gesambkalkil
mit endlichviclen Variablen auskommt, obwohl er aus abzihl-
barvielen Einzelkalkulen zusammgenbaut ist.

Dies macht man, indem man die in den Einzelkalkiilen auf-=
tretenden, evtl., insgesamt unendlichvielen Variablen nicht
mit X, ¥,..., sondern mit EO, E1, ?2,... bezeichnet und

die Indexfolge 0, 1, 2,... mit einem Symbol B aufbaut:

f, ?B ’ EBB ’ E"BBI%""
Ferner schreiben wir die Indices auf die Zeile:

¢, ¥p, ¥€ss,...

Ebenso verfahren wir mit den zur Formalisierung der Einzel-
kalkile bendtigten Buchstaben, die dort zu den in Defini-
tion 2.1 - als A bezeichneten Mengen gehoren. |
Wir bauen sie in der Form &, o B, ARB, ARBR,... auf.

Aus Formalisierungsgrinden wollen wir den Pfeil —---> als

neues Symbol ins Alphabet aufnehmen und Produktionen

aus den FinzelkalkuUlen in der neuen Gestalt
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schreiben. Axiome behalten also ihre alte Gestalt., Um
nebeneinanderstehende Produktionen gegeneinander abzu-
setzen, benutzen wir das - ebenfalls ins Alphabet aufzu-

nehmende - Symboly:. Ein kanonischer (FEinzel-)Kalkul wird

nunmehr einfach als ein Wort uber dem Alphabet

[, €, B, —=, 3k} aufgefaBt. Diese Worter kann man
lexikographisch anordnen und dadurch mit den naturlichen
Zahlen identifizicren. Wir haben demit diec kanonischen
Einzelkalkule mittels eines recht kleinen Alphabets ein-
heitlich hingeschrieben. Naturlich gibt es unter ihnen
vicle, die nichts produzieren und somit die leere Ménge

¢€ N erzeugen.

Fur den zu konstruierenden Gesamtkalkil benotigen wir nun

ein groBeres Alphabet, namlich
4 :

{(/\l/’ E.’ By ——=> ’?{éa 2, 4, E, C, F, G, L, B, P, X, T, V, W})

sowie die Variablenmenge

{t) a? v‘) b‘) X? y) Z}'

Nun sind einige 30 Produktionen notig. Wir schreiben sie
mitsamt ihren Interpretationen hin, u.z. in der alten
vertikalen Schreibweise (die horizontale wird nur fur die

Finzelkalkule verwendetb).
\

1) Die Einzelkalktule sollen sich im Gesamtkalkul wieder-
finden. A

a) Wir verwenden das Symbol Z fiir 'ein Wort iber A = {o¢i}',
lesen Z x also: 'x ist ein Wort uber A'.

Unser Gesamtkalkul enthalt nun u.a. die Produktionen
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Z [, Zx o

mit deren Hilfe man [], c&, olol, ... ableitet.

b)

c)

d)

Uir verwenden das Symbol V fur 'Variable'. Aus den
Produktionen ’

VE ('¢ ist eine Variable')

Vx

Vx8
des Gesamtkalkiils leiten wir alle in den Einzelkalkilen

bendtigten Variablen &, €8, ¥BB, ... ab.

Wir verwenden das Symbol L fiir 'Buchstabe' (letter),
d.h. 'Element von {cl,XB, XBR,...}'. Diese Menge
wird mittels der Produktionen
Lol (‘oL ist ein Buchstabe')
Lx
s

IxB

erzeugt.

Um die aus Buchstaben zusammengesetzten Worter zu
erhalten, fiihren wir die Produktionen (V wird als

'ist ein Wort' gelesen)
W (] ('] ist ein Wort')
Ix .///Hy

Wxy

ein.




e) Um die aus Buchstaben und Variablen zusammengesetzten -
sog. 'Terme' zu bekommen, benutzen wir das Symbol T

('ist ein Term') und die Produktionen

T[] ('] ist ein Term')
Lx Ty
Txy
Vx Ty
\\\Tki///

f) Um die Produktionen der Einzelkalkiule zu bekommen,
benutzen wir das Symbol P ('ist eine (Einzel-)Pro- -

duktion') und die Produktionen

: ('Jeder Term ist eine Produktibn')_‘j

X EY  ('Ist x ein Term und P eine Pro- L

Pi\:\ﬁf// duktion, so ist Px —--~ y eine -

X ==Y  Produktion') '
g) Um die Einzelkalkule zu bekommen, benltzen wir das S&mj

bol E ('ist (Einzel-)Kalkul') und die Produktionen

. ; - ! § Pl mmnta ol e
g e D e gyt o T
» 5 g
. P DR s TN PN N

PT ('Jede (Einzel-)Produktion ist
: ein - (Einzel--)Kalkul) .
Ex
Px //;x

E\w

2) Nun ist eine Formalisierung der Ableitungsvorgange in
den Einzelkalkulen anzugeben. Sie bestehen aus Substi-

tution und der unter dem Namen 'modus ponens' bekannten
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Schlufiregel: 'F gilt, wenn E gilt und T aus E folgt'.

Um eine Substitution zu bezeichnen, verwenden wir die
Symbolfolge
t SusSv>_S w;

sie ist 'die Produktion t entsteht aus der Produktion u,

wenn man das Wort v fur die Variable y; einsetzt' zu lesen.

Wie das Substituieren vor sich geht, legen folgende Pro--
dunktionen fest:

a) Lx Wy Vz

XSxSyS2z

('Wenn man eine Variable z durch ein Wort y ersetzt,

bleibt ein schon dastehender Buchstabe x unberuhrt')

b) Wir verwenden das Symbol B ('ist eine Folge von min-
destens einem Buchstaben B (B-Folge)') und fassen
zunachst den puren Substitutionsvorgang durch die

Produktion

N

X0y SxSy

¢) WVenn man die von der Variablen x durch eine hohere
Nummer unterschiedene Variable xz durch y ersetzt,

bleibt x unberihrt ('Unterscheidung der Variablen')

Vx Wy Lz

XSxSySxz
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Analog
Vx Wy 2z
szszjég////

d) Bei Substitutionen bleiben Pfeile unberuhrt:

Wx

N/

—> 8 —=> 8 x 8y

+

e) Die Hintereinanderausfuhrung von Substitutionen regelt

tBusSxSy vSwSxSy
_—
tvSuwSxSy

Nun ist uber die Ableitbarkeit aus den Einzelkalkulen

einiges festzulegen. Vir benﬁtzen die Symbolfolge 2
xCy, |

die 'y istraus x ableitbar' zu lesen isf.

Die hier benotigten Produktionen sind:

) Px ('Die Produktion x ist aus der Produktion x.

%Cx ableitbar')

g) Px //Ey (Ubergang von einem Einzelkalkul zu

A

xxty C X einer in ihm enthaltenen Produktion)
Analog
Px Ey
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h) Das Verhalten der Ableitbarkeit bei Substitutionen”
regelt

tCu ~ vBuBxSy

N

tCv

i) Den 'modus ponens' enthalt die Produktion

xCy xCy === 2 Ty

7

-~
-3)  Um die lexikographische Anordnung der Einzelkalkﬁle

xCz

zu beschreiben, benltzen wir das Symbol F ('ist Nachfol-

ger von') und die Produktionen

Oro ('cL ist Nachfolger von []')
Yo F % € ('x¥€ ist Nachfolger von x&')
xEF x B ('x B ist Nachfolger von X7§')‘.QjA

X BF x ===

x -——=>F x Jj&
x¥y

X s Fyo

4) Um die Numerierung der Einzelkalkiile durch gewiééeﬁ‘ |
naturliche Zahlen zu beschreiben, benﬁtzen wir das Sym—'z

bol G ('ist Godel Nummer von') und die Produktionen

Qg U ('[0 erhalt die Godel Tummer []' )

xFy , xGz ('der Nachfolger y des x mit d@r

\\\\ /// - Godel--Nummer z erh&lt die auf z -
folgende Godel--Nummer zot ')
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5% Die Projektion der mittels des Gesamtkalkuls abge-
leiteben Worter Uber A = {OC} in die Fbene N x W leisteu

die Produktbtion

PR 7 ('ist y die Godel-Nummer von x und
ist 7 ein aus x ableitburcs wort
\\\\\ //// uber {CL}, so ist (y,z) ein Element
J94 von U & T x N').

Danit ist der Boweis von Theorcm 2.2 vollsbindip angegeben.
U A &)

1. Nichb-entscheidbare Mengen

Mit Hilfe des Houptsatzes (Theorem 2.2) gelingt jetzt der

Bewels von

Theorem 2.3 Es gibt eine rekursiv aufzshlbare Teil-

menge S von N, derart, daBl S = N - S nicht rekursiv apf-

zahlbar ist.

Beweis: Sei U & N x N wie in Theorem 2.2, Vir definieren

als den Schnitt von U nmit der Diagonale von N X N

Ui

genauer :

S=1{m meN, (m, m) ¢ U}

1) 8 ist rckursiv aufzdhlbar: Man fuge die Produktion

»
— 2
.,

r

b -

zu dem U erzeugenden Kalkul hinzu.

2) 8¢ =N - S ist nicht rekursiv aufzéhlbar. Denn seil
P & N rekursiv aufzéhlbar, und m ¢ N derart, dal
Um = F, d.h.
F={u!luel, (m, u) ¢ U}




¥ ‘! i

o]

rall I m ¢ P, dann ist (m, m) ¢ U, alsom ¢ S,

d.h. m ¢ 3¢,

Fall IT: m ¢ F, dann ist (m, m) ¢ U, alsom ¢ 3,

d.h. m ¢ 3¢,

Dic Mengen S¢ und F unterscheiden sich also mindestens in
der Zugehorigkeit von m, d.h. 8¢ = F, Da F einec beliebige
rekursiv . aufzahlbare Teilmenge von N wer, folgt, dapl 3¢

nicht relkursiv aufzihlbar sein kann.

Wir wollen die in diesem Bewvels auftretende Menge 3 noch
etwas genauer betrachten. m ¢ S bedeutet soviel wie

(mom) ¢ U, d.h. m ist im Einzelkalkil Nr. m ableitbar.

Dafl 5¢ nicht rekursiv aufzahlbar, S also nicht entscheid-
bar ist, bedeutet also: Die Aussage 'm ist im Einzelkalkul
Ir. m ableitbar' ist zwar entweder wahr oder falsch, sber
e¢s gibt keinen Kalkul, der fur ein beliebig vorgelegtés m
in endlicher (wenn auch nicht beschrankbter) Zeit ent-
scheiden kann, ob diesc Aussage fur dies m wahr oder falsch

i

€]

t. Dics ist ein genaucs Analogon zu dem beruhmten Unent-

scheidbarkecitssatz von Godel.

Dic Beziehung zu bekannten Paradoxien der Mengenlehre tritt
zutage, wenn man dic Aussage 'm € S' = 'm ist im Einzel-
kalkul Nr. m ableitbar' durch die Aussage 'm ist in sich
selbst enthalten' ersetzt; wenn man m mit dem Schnitt U,
von U identifiziert, ist das cinc legitime mengenthcore-
Mengen zu einer Paradoxic fuhrt, liefert bei Beschrinkung
a2ul rekursiv aufzahlbarce Mengen eine Unvollstindipkeitsaus-

sage, eben Theorem 2.3,

i

;
¢
t

U S FOUUI N,

s




5.__Der Hasuptsatz der Theorie der berechenbaren Funklioncn

vird als Folgerung aus Theorem 2.2 erhalten, wenn man TFunk-~

tionen mit ihren Graphen identifiziert.

Definition 2.5 Eine Funktion f, welche einen Teil der
® ¢ 0 0 e s 0 g0 0 00 e

YJorter uber dem endlichen Alphabet A in Worter Uber den
cndlichen Alphabet B abbildet, heilit berechenbar, wenn

ihr Graph rekursiv aufzahlbar ist.

Theorem_ 2.4: Es existiert eine berechenbare Funktion
u: N X N - N

derart, dafl u als Funktion des zweiten Arguments die Menge

aller berechenbaren Funktionen f : N —---» N durchlauft,

wenn das erste Argument N durchlauft;

d.h. zu Jjeder berechenbaren Funktion f : N —>> N existiert

ein m ¢ N, derart,dall

f(n) = u(m,n)

fur alle n ¢ N gilt (m heiBt die G6delnummer von f).
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| Betradhten wir die,folgenden'ﬁier Beispiéle'von Folgén; ' ‘

der Linge 30 aus Nullen und Einsen: | ‘  - ‘”7 VR

To'o_obo"oooo‘oodooooooooooOooo\‘t’)‘é'cj_”Q'vj_;f:.‘
10011001100110011001100 1 1jo*,b 1 10
odoo1'ooo1o1oooooo‘1ooi~oo1o’zO'ijo’p"x\'-‘:
010011‘1.0100111'1010000011001'_:01."_"1_"
iWenn man 31ch dieselben aus elnem wiederholten Zufallsexperl— .
ment entstanden denkt das mit Wahrscheinlichkeit 1/2 Nullen ?{
"und Elnsen produziert, so sind nach der maBtheoretlschgn'jgf"
Auffassuﬂg der Wahrscheinlichkeitstheorie alle dieéé,Folgéﬁf“@f
gleich wahrschéiniich; die Wahrscheinlichkeit eiﬁef*jeden l‘;‘i
ist dieselbe und gleich 27°°, Doch verhalten sie s-‘i(‘:h S ‘
hinsichtlich ihrer RegelmdBigkeit ganz verschieden; die‘érstél,
Folge énthélt éozusagen-sehr venig Information,'die (béi* R
gegebener Linge) Schon durch eine kﬁrzere Aussage wie.etwg}h!ff
‘"nur Nullen" vermittelt werden konnte. Die zweite Folge.#‘

1st ebenso durch "Perlode 1001" beschreibbar, elne Aussage,u.}{
welche sich fiir groBe Wortléngen n auch mit viel wenlger

“als n Zeichen hlnschrelben lieBe. Auch elne Folge vom Typ

des 3. Belsplels, dle sich durch eine geringe Hauflgkelt der
Elnsen auszeichnet, ist bei groBerer Linge n durch elne

' Xiirzere Aussage beschrelbbar° man ordne . namllch etwa dle ’
"‘blnaren Folgen der Linge n nach wachsender Hauflgkelt der
Elnsen und- 1nnerhalb deI:Klassen glelcher Hauflgkelt 1ex1~‘

.kographlsch (O vor 1. ). Um- 1n dieser Durchzahlung dJe Nummerc&r
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‘Fqléef(i.Dﬁaiﬁarsiellung).anéugeben, brauqht-man unéeféhnff‘

N

- - nH(F)  bits

(= bin#re Einheiten O oder 1}, wo n die Anzahl der EinSeﬁ |
(m/n\~§'1/2) und allgemein o
2

H(p) = -p “log p - (1-p) ‘“log (1-p) ist.

R

; Wenn'mah’fﬁr dié allgemeine Beschreibung dieser\Durchzﬁhihnng

dle konstante Anzahl von. ¢ bits benotlgt, so kann man un- -

sere Folge mit 1nsgesamt ungefahr ' , f1',1'~;§; ey

n H ( 2 ) + ¢ bits

angeben, uhd“diese Angzahl ist fur klcine"Wérte von ﬁ/n‘

g

‘kleiner als n. : o | j R R

'Im.Gegenéatz‘zu diesen 3 Beispielen kann man jedoch die
4.Folge'a11em Anschein nach nicht mit einem kﬁrzeréanué—

druck angeben. Sie ist die einzige der 4 Folgen , die“fwir ;

o als Ergebnls eines Zufallsexperlments, welches weder Nullen

noch Elnsen.bevorzugt, ansehen wiirden. Es liegt daher nahe,

die Zufdlligkeit einer Folge durch die Komp11z1erthe1t 1hrer

Beschreibuﬁg zu definieren. Diese Idee geht auf‘Kolmogroff[S]_

zuriick (vgl. auch Chaitin [3] ). Genauer gesagt,’wird maﬁt )

‘die Komplexitét
K(xq...x in ) o AR ip.f
~ éiner binHren FOlge x1...x als die minimale Aﬁzahl'der

blts deflnleren, dle man braucht um jene anzugeben (die

Lange n der Folge als: gegeben betrachtet) Dle KompleXLtét“

\




o 303 ' e
ist stets hochstens gleich n ; man wird eine Folge zufdllig

[

nennen, wenn ihre Komplexitdt diesem Maximum nahekommt.

2._Das_Kolmogorof! X xitatsmal
Seien zwei endliche Alphabete gegeben. Eine berechenbare
Funktion A, diec jedem Paar (p,x), bei dem p eine binire
Folge und x ein endliches Wort iiber dem einen Alphabet ist,
ein Wort y ﬁberbdem anderen Alphabet zuordnet, wird im

folgenden der Kiirze halber als Algorithmus bezeichnet.

- e e e e-—

Py

A kann als eine Rechenmaschine, p als Programm)mit'dem y

aus x auf ihr berechnet wird, interpretiert werden.

Fir ein beliebiges Wort p iliber einem Alphabet bezeichne

1(p) die Linge von p.

Definition 3.1

& 0 0 00 00 0000

Seien x,p,y wie oben. Dann wird

Ky (y|x): = min 1(p) (= + 0, falls A(p,x)#y

Alpax)=y fiir alle p)

die bedingte Komplexitit beziiglich A von y. bei. geggpgpgm,x

genannt,

"Sie ist also per def. gleichder Lénge'des klirzesten Pro-. .

Wir’ wollen den Begllff der Komplexitdt an den oblgen Be1~

\splelen veldeutllchen.

gramms p, mit welchem die Maschine A y aus x berechnen kann. .. -
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Y‘Sei‘y 0 O 00... o ( wo n eine naturllche Zahl igﬁ
- n—mal g o

Zur Bestlmmung der Komplexltat von y bel gegebenem n 1egen

wir'den Algorlthmus

A(,n) =0« . 0...0

Sl

n—mal

zugrunde. Das kiirzeste Programm zur Bewmchnung von y ist dann -

das leere Programm, es hat die J#nge 0; daher gilt

K, (y|n) = o.

Beispiel 2. Seiy =00011001 ... undA(,n) =y,
n Zelchen

_ Dann ist ebenfalls K, (y|n) = o.

Beispiel 3. Sei A (p,n) das k-te Element in der oben.ein-
gefiihrten Durchzihlung der bindren Folgen Xgeoo Xpo WO K -
diejenige natiirliche Zahl ist, deren Dualentwicklung durch p= 

gegeben wird. Dann erhalten wir

. m
Xy (g1...xn|n) ~ u H( ﬁ),

wo mo=.X, R x, und m/n < 1/2.

Die eben definierte bedingie Komplexitdt beziiglich eines.
Algorithmus A ist noch nicht als LomplexitédtsmaB verwéndbar{&’”
da sie von dem zugrunde gélegten‘Algorithmus:abhﬁngt. Kol-
mdgorOff [5] hat'jedoch die Existenz eines "universellen"
Algorithmus bewiesen, der die Eigenschaft hat, daB die zuge~}
horige bedingte Komplexitat asymptotisdh im wesenflichen

nicht groBer als die bedingte Komp..exitédt beziliglich eines
‘beliebigen anderen Algdrithmus ist. Genauer, es gilt folgen-

des




e gem.§;1. (Kolmogoroff {51 , Solomonoff [8] )

#

Es ex1st1ert ein Algorlthmus A derart, daB fiir geden Algo-'
rlthmus B

K, (vlx) & x5 (ylx) + e
gllt, wo ¢ eine Konstante ist, die von A und B , aber nicht
von X und y abhangt Einen solchen Algorithmus nennen wxr‘“‘
universell (nach Solomonoff) oder asymptotisch optimal (nach

——— - ——_—-— - —

Kolmogoroff) | | : 'ﬁ'

Dexlnltlon 2.2

A sei ein fiir das folgende fest gewahlter universellef Algo—'

rithmus. Dann heifBlt

Wir beniitzen den Hauptsatz iiber berechenbare Funktionén |
(Theorem 2.4); angewandt auf Algorithmen, sagt dieser'aﬁs:f;°
es existiert eine berechenbafe Funktion U: (m,p x) - y'
(wo m eine natiirliche Zahl ist), derart,daB zu jedem -
Algorithmus B eine natiirliche Zahl b existiert mit
.U (byp,x) = B(p,x) fiir alle P und i *
(b wird auch G&delnummer von B génannt)
Wir definieren nun den universellen Algorithmus A wie folgt:

A(m1 m.] '2 gee. M, m T 01p, x) = U(map’x)’

WO m, My oo m die Dualenthcklung von m ist (die Verdopp-
lung und die Zeichen "0 m dlenen lediglich zur Unterschel-»'

- dung von m und p). A ist ein Algorithmus; er erfiillt die‘Be- '




,hauptung des Satzés% ' - ’ o - ,H3;¢ 
sei B irgendein Algorithmus mit Godelnummer b (bzgl.U): :
. B {p,x) = U (b,p,x) flir alle p und Xx.

'y sei eine belleblge Blnarfolge.
Wenn kein Programm p mit B (p,x) = y existiert, so ist die

behauptete Ungleichung mit- jeder Konstanten erfiillt.

Sei also p ein Programm von minimaler Iange und B (p,x) = y: ,‘f;éz

Ky(ylx) = 1(p).

Ist b1

A(b1 b

voe br die Dualentwicklung von b, so haben wir durch

1°°-br bl‘ 01 p,x) = U(b,p,x) = B(p,x) = ¥

die Folge y mit einem Programm der I#nge 1(p) + 27 + 2

berechnet. D.h. es gilt

KA(ylx) < l(p)‘+ 2r + 2 KB(yIX) + 27 + 2

KB(ny) + C

mit ¢ = 2r + 2. Damit ist das Theorem bewiesen . o
‘ .

Es ist-ﬁbrigens moglich, den Wert von c weiter herab zu

driicken : man kannAerreiéhen, daB ¢ fast so klein wird wie

die Anzahl der bits der Godelnummer des Algorithmus B, also

ungefilhr gleich der Zahl der bits in der exakten Beschrei-

bung von B.

Da fiir den reproduzierenden Algorithmus B(p,n) = p stets
KB(x1 Xg eee x, | n)

gilt, haben wir ilach dem obigen Hauptsatz
K (x4 X5 eve Xy [n) € n + c (c=const.).

Wir werden eine Folge X, X, ... X, als zufalllg betrachten,’

wenn K (x4 X5 «00 X In) n ist.




3.7

Diese Definition 1legt nicht genau fest, welche Folgen als
zufdllig zu gelten haben und welche nicht, d.h. wie weit die
Komplexitdt einer Folge von n abweichen darf, ohne daB ihr
der Charakter der Zufidlligkeit abgesprochen werden muf.
Wesentlich ist nur die Rolle von K als ﬂﬁﬁﬂfgﬁmgiﬁﬂgﬂﬁélliﬁ“
keit"einer Folge. Wir werden spiter bei der Betrachtung der

Menge aller Windren Folgen (verschiedener, beliebig groBer

TLdagen) die Definition durch die Forderung

"o~ K(x1 . xnln ) beschrénkt "

prizisierern.

Der folgende Satz kann als eine Prizisierung der Aussage
"Beinahe alle Folgen sind zufdllig"

aufgefaBt werden.

Theorem 3.2. Sei ¢ 2 0 eine ganze Zahl. Is gibt mehr als

(1 - 27%) 2™ 2olgen X, ... x, der Lénge n, filr welche

\'
K(x1 - xnrn ) £ n-c

ist.

Beweis

.
3
—

Dic .Anzahl der Folgen Xy oeee X mit K(x xnln)<'c
10.. :

ist kleiner als 2°%; denn K(x1...xn|n) < ¢ ist genau dann

der Fall, wern es ein Programm p mit 1(p)<c gibt; aber es

P c :
existieren genau 2° - 1 solche Programme.

Beweis: man setze ¢ = O.

- — g ————




Dieser Beweis 1HBt sich librigens durch keinen konstruktiven

Bewels ersetzen; das zeigt

Theorem 3.3. Jeder Algorithmus (im weiteren Sinne des

Kanonischen Kalkiils) produziert nur Folgen beschrénkter_v

Komplexitédt; d.h. hinreichend lange Folgen weisen Regel-

mif3igkeiten auf. |

(Man kann diesenSatz als Prizisierung der Aussage:
"Zufillige Polgen sind nicht konstruierbar" |

auffassen).

eveis: Sei F : n —» X,++. X, eine Dberechenbare Funktion, 4*7
die jeder natiirlichen Zahl eine binidre Folge zuordnet. .

Dawmit definieren wir den Algorithmus B:

Also gilt  Kp(x,...x |n) =0, d.h. K(x,...x [n) € L.

’Aggggkypg: dieser Satz zeigt, daB K(y|x) als FunktianVOﬁ
x und y (die man o0.B.d.A. als bindre Folgen ansehen kann} -
keine berechenbare Funktion ist; denn sonst wire aucﬁ‘if?"
K(x|1(x)) berechenbar, und man konnte einen Algorithmusv.
finden, der die x mit K(x|1(x)) £ 1(x) produziert, iﬁ

Widerspruch zu Theorem 3.3. ; *f\

4. Zufsalligkeitstests

Mit dem‘Begriff der Zufdlligkeit einer bindren Folge

[

X x verbinden wir die Eigenschaft der Gleichhiufigkeit

1.9‘ n
von Nullen und Einsen. Wir wollen diese Hypothese fiir die -




’m 3‘9

oben deflnlerten zufalllgen Folgen tes t e n, D. h W1r

1ehnen dle Hypothese ab, wenn

: groB'ist.(éﬁ-évx1.+ .:;+xn ist die Anzahl der Einsen).

Wir konnen dazu also kritische Regionen der Form

/f2sn\— n | >-c(m;n)

wahleh, wo 27 dle Sicherheitswahrscheinlichkeit des Tests

ist (m ist dabei eine naturllche~Zahl). Dabei soll c(m,n)l
| im Rahmen der Forderung, daB die kritische Region haéhstens-

Zn_m Fo1gen der I#nge n enthalte, so klein wie mﬁgiich sefn,
Nun mufl jedcr Test vor der Durchfilhrung dés Experiments»‘
effektiv angegeben werden konnen, daraus folgt unter An-{
nahme der Thesec von Church (vgl. z.B. [47] ), welche besagt
daB allein rekursiv aufzihlbare Mengen konstrulerbar 31nd,
‘daB seine kritische Region rekursiv aufzsihlbar isf; ﬁpd‘
zvar sowohl in Abh#ngigkeit von der Sicherheitswaﬁfséheiner_f
lichkeit als auch vom Stichprobenumfang, also ih unserem
Fall in Abh#ingigkeit von m und n. Die kritischen'Regiénen‘ -
Uy 2ur Sicherheitswahrscheinlichkeit 2™ kénnen o;deiA;

als ineinandergeschachtelt angenommen werden:

— 2 -)
X = Uov U1 = U2 2 vee

- (X ist dabei die Menge aller endlichen bindren Folgen)

Die rekursive Aufzzhlbarkeit der Pamilie Um bedeutet:

es existiert eine rekursiv aufzdhlbare Menge U < le‘x,

derart dasB

u, = { x | (m, x) € II}

U bezeichnen wir als Test unad benutzen diesen Begriff




Ve v ST
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 kiinftig Stets in dem so prézisierten Sinne.

Jedem x C:X ordnen V1r dle Slcherhe1tswahrsche1nllchke1t *' it;

1

(genauer. 1hren Logarlthmus) der klelnsten krltlschen Reglon

zu, 1n der es enthalten 1st v
mU'(x) i=max m S EEE
Mo X CU v . : T Gl

p

Ist My (X) groB S50 helﬁt das, daf fiir sehr v1e1e Slcher-~>
heltswahrschelnllchkelten die Hypothese des Tests abgelehnt
werden muB my (x) 1st also ein Mag fiir die Abwelchung von X

von der Hypothese des Tests. ' .}'; »,' f'(i}_k

Nun héngt'mU'aber von der speziellen Wahl des Tests ab ?ii
“ Doch kann man wie oben durch Anwendung des Theorems 2 2 :,h .

~die: Ex1stenz elnes unlversellen Tests erhalten.

Theorem 3.4.  Es existiert ein un: vg_§§1;§g__ est U derart, .. -
daB fiir jeden Test V o
U Ve € Un '_"”?wff§;§y

‘fﬁr‘alle‘natﬁrliehen Zahlen m gilt; dabei ist ¢ eine Konsban—
te,, die von U und V, aber nicht von m abhidngt. (Die "kon-{ﬁV;f("
Astante Verschlebung" um ¢ bedeutet eine Multlpllkatlon

aller Slcherheltskoefflzlenten mit der Konstanten 2 ). }'“]

’ . . : N v I
. N ) AT
T

-./»

Bewels. Nach einem zu Theorem 2.2 analogen Satz 1st die -

- e o e

Famllle aller Tests rekur31v aufziéhlbar: es gibﬁ_aISO‘einé .

rekur51v aufzéhlbare Menge T C’N’x N x X 50 das . ot

i " - [
NP - . . f

:Ti.: { (m,x) l(ism!x) G»T}




fur i=1,2,3%,... die Familie aller Tests durchlauft.

U sei das Bild von T unter der Abbildung

(i,m+i, x) —> (m,x).
Sel nun V ein beliebiger Test. Dann existiert ein i€ N
derart, daB

V=((m,x)|(i, m, x)e Tt .

Also ist Vo = 4x | (d,mei,x) e o}

clx| mx)evl = v .
Damit ist Theorem‘3.4 bewiesen,

Wir fixieren nun cinen solclejuniversellen Test U und bezeich-

nen

m(x) = mU(x)
..... erheitswabrscheinlichkeit. Es
gilt
My (x) < m(x) + ¢

mit einer Konstanten ¢, dic von V,aber nicht von X, abhdngt.

Die beiden MaBe K und m stehen bisher anscheinend beziehungs—
los nebeneinander. Der folgende Satz zeigt jedoch, daB sie

sozusagen komplementir sind:

Theorem 3.5. Es gilt die asymptotische Gleichheit

—-v---n— o - —

|m (x1 . xn) - n+X (x1 cen xn]n)l < e
(¢ = const.).
Beweis: Sei V_ -{x cee X l K(x; «v. x |n) < n-m}.

Dann ist leicht zu zecigen, das




f

T‘V:gb{(ﬁ,x):lK(xln).<: n - m} ‘

3. (2"

={(mx)| @ [Apn)=x&1(@< n-n]}
rekursiv aufzdhlbar ist.' |

Fir das so konstruierte V gilt

my (x) =max m= max m = n-1-Kxln),
x€V, K(x|n)<n-m ‘

i

folglich
n(x) - n + K(xin) € ¢

—

fiiz eine Konstante c.
Die umgekehrte Ungleichung ergibt'sich s0:
" Da V rekursiv aufzshlbar ist, gibt es eine berechenbare Funk-

tion
f: N — N xX,

die V ohne Viederholungen durchzdhlt. Mit Hilfe dieser

Funktion aefinieren wiv folgenden Algorithmus B @

fiir f(1) = (m1, x1) setzen wir B(O...O,l(x1)) = Xq3

1 (Xl )—m,l
filr £(2) = (m2, xz) miissen wir die folgenden Fidlle unter-
scheiden:

1:Fell: (m,,1(xy)) = (my,1(x,)).
In diesem Fall sei B(0...01, 1(x5)) = X,;
e e’ :

l(xz)e—m2

2.Fall: (m,,1(x,)) # (my,1(x,)).

Hier definieren wir B(QL;LB’ l(xz?) = X,.

1(x2)—m2

" Auf diese Weise fihren wir fdrt, indem wir jedes Mal nach-

priifen, ob das Paar (mi, 1(Xi)) frﬁher schon einmal aufge-

treten ist("1.Fall") oder nicht("2.Fall").
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Im 1.Fall definieren wir B filr die lexikographisch erste
bindre Folge, fiir die B ( , l(xi)) noch nicht definiert

=T polgen der

vurde. Da sich allgemein in Vmbhbchstens 2
Linge n befinden - denn V ist ein Test - kann der 1.Fall
filr jedes Paar (mi,l(xi)) hdchstens (l(xi) - mi) -mal
auftreten, und folglich ist unser Definifionsverfahren

nicht mehrdeutig.

Offensichtlich ist Ky (x,|1(x)) = (xz) - mx;).

Da wegen VO = X der Wertebereich von B ganz X ist, gilt

Ku(x|1(x)) = 1(x) - m(x),
also

K(x|1(x)) £ 1(x) = m(x) + ¢
(zundichst fiir eine andere Konstante c als oben, aber wir
denken uns fiir ¢ sofort das Maximum beider gewidhlt).
Beide Ungleichungen zusammen ergeben die Behauptung des

Theorens.

Nun ktnnen wir - iibrigens unter Verwendung von Hilfsmitteln
aus der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie - den Aus-
druck |2 s, - n ] abschitzen. Sei W der cingangs

beschriebene Test mit den kritischen Regionen

W, = L1le S, -n| > clmn)] .

Dann gil%t

2 s - n| < c(mw(x) + 1, n),

n
denn c(.,.) war minimal gewi#hlt, so daB die Addition von
1 zum ersten Argument die Ungleichung umkehrt.

Vergleich mit dem universellen Test liefert weiter
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- n| € c(o(x) + ¢, n)

i

c(n - K(x1 .o ann) +cty, n) (c'=const.).

Nun sei n-K(x, ... xnln ) beschrénkt(dies ist eine migliche

1
Prizisierung des Begriffs "zufillige Folge").

Da wir bei der Konstruktion des Tests VW die TFolgen wie in
einem Bernoulli-Experiment mit den VWahrscheinlichkeiten
1/2, 1/2, bewertet haben, ist der Satz von de Moivre-

Laplace anwendbar; cer licfert

= -1 -c-1
elesn)  T2RO[T (=277 ),
Vo'

Vo éﬁ die Verteilungsfunktion der Normalverteilung mit
Mittelwert O und Varianz 1 ist; c bedeutet eine andere

Konstante..als in den fritheren Formeln.

Damit erhalten wir.das Ergebnis

8 %.l = 0 l.),

o'

Speziell existiert die relative Limeshdufigkeit der Einsen

in der oben genau festgelegten Familie von zufdlligen Fol-

gen und ist gleich 1/2.




§ 4. Unendliche Folgen.

Vit betrachten nun wieder den Raum
Q= {w= (xy, Xpye00) | X, = 0 oder ” (t = 1,2,...)}

aller unendlichen Folgen von Nullen und linsen. Unser
7iel ist cs, diese Folgen in 'zufallige' und ‘nichtazu-
fdllige' einzuteilen.

Dabei werden wif verlangen, dafl der zu schaffende Begriff
'zufallige Folge' allen vernunftigen intuitiven Forderungen
genigt und daemit diec Ideen von von lMises vervirklicht,
Wie wir uns in §1 uberlegt haben, lauft das z.B. darauf .
hinaus, daB eine zufallige Folge die Fastuberall~Gesetze
der Wahrscheinlichkeitstheorie (Gesetz der groflen Zahl,

Satz vom itericrten Logarithmus,...) erfullt.

Eine naheliegende Definition widre so etwas wie: eine
Folge (x, x2,...) von Nullen und Einsen heiBt zufallig,
wvenn ihre endlichen Abschnitte (XT,...,XH) zufallig sind.
Wir werden in Nr. ! einen Satz beweisen (Theorem 4,1Y,
aus dem folgt, daB diese Definition nicht® funktionieren
kann: Zu jeder unendlichen Folge (x4, X2,...) gibt es un-
endlichviele n, fir welche der Abschnitt (Xl”"’xn>
wesentliche RegelméRigkeiten aufweist und somit im Sinne

unserer Vereinbarung nicht als zufallig snzusehen ist.

In Nr. 2 wird daher eine andere Definition vorgeschlagen:
Eine unendliche Folge (x4, x2,...) heiBlt zufallig, wenn

sie einen 'universellen Sequentialtest' uUberlebt

(Definition 4.4).




"Anschlleﬁend zelgen wir, daB dle 1n dlesem Slnne zufalllgen
Folgen alien 1ntu1t1ven Forderungen genugen. DaB ‘es w1rk—~,5
lich welche gibt w1rd - der Natur der Sache entsprechend

(Theorem 4, 6> - nicht mit konstruktlven, sondern mlt M1t~,*
teln der MaBtheorle bewiesen: Dle zufalllgen Folgen bllden»
'elne mefbare Menge vouszernoulll -)MaB (Theorem 4, 43 )
,;Dle‘von Mises'schen Ideen sind damit gerechtfertlgt.

1. _Komplexitatsschwapkungen in unendlichen Folgen.

Wir denken uns einen univefééllen Algorithmus fest gewéhlﬁ,

auf den wir unsere KomplexitatsmaBe K(x1;;..,xnin) beziehen.

Theorem 4, ’(MartinnLéf [7).

Sei f(n) eine flir n = 1,2,... definierte berechenbare

Funktion, die

Ms

o-f(n) :‘oo v o R ";J}{

o}
Al

erfullt. Dann gibt es zu jeder unendlichen Folge
(X4, xz;...) von Nullen»uﬁdkEinsen unendlichviele n, filir

welche

1) Aus beweistechnischen Griinden ersetzen wir die~Funk%ion}f

f(n) vorﬁbergehend}durch eine etwas gr6Bere Funktion-g(n); :.flf

Wir zelgen Es gibt eine berechenbare, fir n = 1 2,...*

definierte Funktion g(n), derart, daB




jg(n)'? f(n) —> 0O

gilt. ﬁ-Hiérzu haben‘wir lediglich"die ganzen Zahlen

o=n_ < 11'1.<‘n,2 < ... so zu.bestimmen, daB

o

n S n :
& crm k+1 ~£(n) 'k

E .2 > 2%, o, E.- 2 > 2 yee.
n= ‘ n=nk+1 . ‘

. gilt,und alsdann die Funktion g durch
- ' Ly u'
g(n) = f(n) + k (ne <n%mq) -
zu. definieren. Man Uberzeugt 1ch leicht, dall die Funktlon

.k —_ ny berechenbar gewahlt Jorden kann, wodurch auch’

g eine berechenbare Funktion wird.

2) Nun denken wir uns sémtliche endlichen ‘Folgen von

Nullen und Einsen folgendermaﬁen angeschrieben:

D \ L /'}OO,<\
o : 1o

. | ' » / - \1 z<

T~ — 10—

Y~ =

In der Spalte Nr. n dieses Schemas stehen die Fqlgen der -

Lange n in lexikographischer Anordnung.

Gooe



'1[ Von‘jeder Folge dér'Lénge n-gehen.zﬁei Vefbinduhésétriéhe' i
nach rechto zu den durch Anhangen von O bzw. 1 aus ihf‘ ey
entstehenden Folgen der Lango n + 1. Die Folgen, dle man
'von elner gegebenen Folge aus erreichen kann, indem man‘
;langs4Verblndunggstrlchen nach rechts wandert (die also
éus ihr durch Anhangen von Nullen und Einsen entstehen);
heiflen d1e Nachfolger der gegebenon Tolge. Die Abschnltbe
(X1,.-.,Xn) (n =0, 1,...) unserer vorgegebenen unendllcheﬁ .
Folge (x4, X5,...) sind also auf einem 'Feden' von Verbin-
\dungsstricheﬁ gufgefédclt, der das Schema von linké nadh J

rechts durchlsuft, da sie Nachfolger voneinander sind. .

Wir wahlen nun im

1. Wahlgang -
die Menge IM; von Folger der Lénge 1 folgender—

maflen:
My ist leer, falls 1 - g\1) < 0 ist;
M, besteht aus den obersten 2 1-g (1)

Foigen_der Lange 1, falls 1 - g(1) = O ist;

sodann
die Mengé/M2~von Folgen der Linge 2 folgender—
maflen: | |
M, ist leer, falls 2 - g(2) < O ist;
M, besteht aus dén obersten 02-8(2)
unter dengenlgen ﬂolgen der Iange 2, die keine -
Vachfolger von Folgen aus M, sind;falls 2~g(a7 OwsL
vsodann |

die Menge Mz von Folgen der Lange 3 folger-

mallen:




M3

M3 bestehl . sus den cbersten <

ist leer, falls 3 - g(3) < O ist;
5-g(3)

unter denjenigen Folgen der Linge 3, die nicht

Nachfolger von Folgen aus My v My, sind;,falls"
3 - g(3) &0 ist. ' .

etc., und setzen dieses Vericshren solenge fort, bis wir
. bei einem N-ten Schritt zum ersvenmal ¥ - g(N) 2 O haben
' cend SN | €1 ) RS = R
und weniger als 2 Folgen cder Lenge N vorfinden, die
keine Nachfolger von Folgen aus Mq u ... U Mg , sind. .

Eine solche Zshl cxisticrt, denn andernfalls ware die’

Anzahl der Nachfolger der Linge N von Folgen aus -

M1 U +.. U MN;T’ namlich dic Zeahl o v ‘l' \jﬁ
' _ ;> S-n +(nog(n)) N ‘ i . ‘;;
n-g(n)=0 : ' I g
ngR-1 ,
. N ; S

= ol yay o gin) ,

n-g(n)=20

naN-1 ,

o2 - v
wegm&%;n Z—g(n) = ¢ gewll cinnal > QN, was nicht mdglich.
ist. , S L

Wir setzen nun Ny = T, wdhlen MN als die Menge allef
. 1 L TTmTT

Folgen der Lange N,, dic nicht als Nachfolger von Folgen
" aus M1};...L/NN1 _ 1 aultrcten, und beenden den 1; Wahl~
gang mit diesem‘Schritt fir. N, in der Gewifheit, daB es’
ein n mit O < N N1 und ., |

(xq,...,xn) ¢ 11

wahlen wir




. 4.6
ate Menge MN 1 von Folgen der Lange N, + ! folgender- '
| maBen ‘ ' ‘

M, ist leer, fallv N, + 1 = g(N1 + 1) < 0 ist;
+1 —g(N +1)

M, besteht aus den 21 obersten Folgenf’
der Lange N + 1; falls N1+1-8(N1+13‘0 ist; S
'] .

- —g(n)‘ , |
etc. Aus dem glelchen Grunde wie vorhin ( ;—- = 0Q )‘

-enaet'der‘2 Uahlgang belm Schritt N, 2 N1,und man 1st 31cher,,g

dalR es eln nmit Nq < n & N2 und

(X‘!,co',xn> € Mn

gibt.

Insgesamt erhélten wif eine Folge M1,‘M2,}..; wobel Mn
eine Menge von hochstens ang(n) Folgen der Léngé n isﬁ»‘
‘Esbgibt unendlichviecle n mit o

) - E o | (X1,_-'--,Xn) ¢ Mn SR ',‘

((%q5-00,%,) ist der n-tc Abschnitt von (X9, Xpyeud))s

1Nun»betrachten wir den Algorithmus A, der fir jedes n = 1;2;.355
dem aus der bindren Folge fir die natirliche Zahl k besteheﬁ;i i

den Programm p.die k-te Folge aus M, (in der lexikogféphi~  fv;%

schen Anordnung von M ) als Vert A(p, n) zuordneﬁ;’solanée; :

bis alle Elemente von M, aufgetreten sind; dann werden noch

alle ﬁbrigen Folgen der Lange n in lexikographischer‘Reihén¥
folge produziert. DaB A tatsachlich ein”Algorithmus ist;v
"beruht im wesentlichen auf‘der Rekursiviﬁét von g (wirﬁ
verzichten auf dic Details). Wenn der Abschnitt
'(xT,..;,xn) von (x4, x2,..;) zu M gehdrt - was fiir unend;?l'

, lichviele n eintritt - haben wir also

KA(X1:..°7xn§n) Zn - g(n);




A

: 47
- o 5 . n~g(n) -
" denn die Binarentwicklung einer Zahl 4 2 "y alsovdas

Programm zur Herstellung eines (xq5.00,%,) € M, hat

xfﬁ AR  ; hochstens n - g(n) Stellen.
\ iﬁ B : ' Nach Theorem 3.1 gibt es eine Konstante C, derart, daB o
? ‘allgemein ' ’

K (xyeennxpin) 4 KyGeppog®y @) #C (@ =0, 1,..0)

";‘. g 11 :
. ,\vvh‘ * . ! b
} 17: und somit
o K (x1,...,x'fn) £n - gl) +C -

fiir diev(xi,..;,xn) € Mn erfullenden Abschnitte von

N et
G ara, gkl d

,(x1,x2,§5.) gilt. Fur hinreichend groBes.n ist aber

gn) > £f(n) + C, was

,K’(x1},.x£xnfn) <n - f(n)

'.und somit die Behauptung des Theorems beweist.

Agmggkggp: Die Konstruktion der M 1iet einer von Borel (12

'bei der ‘Approximation reeller Zahlen durch rationale be- fo

nutzten Idee analog.

£
ml

Als Anvendung erhalten wir z.B. 4
Corollar. | |

Zu jeder unendlichen Folge (%9, X5,...) von Nullen und

Einsen gibt es unendlichviele n, fir welche

K_(x1,,,ifxnln) <{n - log n

3ilt.
. | -2 - 7o . X . |
Beweis. f(n) = [ “log n} ist eine berechenbare Funktion,
die _
. ,}’v"

© ey 2,
22 sy ) _L-oo




2. Séquentialtests und die Definition unendlicher zi- =
fglliger Folgen. ' ’

e e e L R R T e S T D T et e e e e o e e st et ey e et e e S . g o e S S e e

Wir wOlIéﬁ jeﬁzt jeder endlichen Folge‘
o (x1,{..,xn)

. von Nullen und Einsen die Zylindermenge i _Iﬁ5iJ”
Digseresid = {02 (Fqs Foree) 17 = Xpaeeesyy =)
zuordnen. Doraleereﬁ Folge entspricht dabei ganz\Q; Der
Verléﬁgerung ciner endlichen Folge entspricht der Ubérgéng: E

‘zu einer kleineren Zylindermenge.

*Jeder Teilmenge U' der Menge

X = TO3TT = {(xy,00sx )0 2 0, Xy,...,%, = 0 oder 1}
entspricht die offene Menge

LX»!,'.--,X‘Q[ .

U =UL(UY) =

N LT n
XT,...,Xn)\.U‘

Umgekehrt kann man aus jeder (beziiglich der {iblichen

Produkttopologic.. . in Q) offenen Menge Ul € Q eine

Menge

U= U ={(xq5eeenxy) | Dxppeennxd SV ST

gewinnen. Eine so gevonnene Menge U = U (U/) ist stets}k' ¢

;MA‘,,_ . ; 2' (X1""’Xn’ Xn+1""’Xg) «e U ,
falls (xq,...,%) ¢ U. Es gilt

U uD) = UL




by ¥

T .

'aber.i,é: hichﬁ U(UZ(U')) =U'. "

Ein w = (x1; xz,,..) gehdrt genau dann zu der nicht-

leeren offenen -Menge U( € Q, wenn es ein n mit

(x1,..i,xn) ¢ U (U!) gibt (man kann dies als die .
Definition von 'offen' ansehen)..
;Bei maBtheoretischen Betrachtungen in wollen wir'stetsf

das durch ' _ . _ ‘

!

]

-
-

TC(EX‘Q’---aXn):Z : (n=1,2,...)

definierte (Bern

-~ -

oulli):MaB ;g zugrundelegen. Dies lMaf
wird vorerst nur zur leichteren Formulierung von Sach-
verhalten, dic man auch anders ausdriicken kénnte, benutzt.

x

Frst im-Beweis_von‘Satz 4.4 kommt die MaBtheorie wirkiich

“zum Tragen.

Eine offene Menge U/ € Q kann als kritische Region fir

‘einen Sequentialtst in Q zur Sicherheitswshrscheinlich-~

-1

keit 2 dienen, falls

T (U ¢€2™
gilt. Ist fiir jedes m = 0,1,2,... eine solche kritische
Region U[ mit blo‘= Q, -
| w(U) £27"
und 570:2 12'1‘2 UZQ 2 ... gegeben, so konnen wir dié} Lo
Folge (Zﬁo,lﬂ}; 072,...) als einen Sequentialtest in Q

ansehen (vgl. dic verschérfte Fassung dieses Begrifis in

Definition 4.7).
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- Aus“den'SéQuentiellén Teilmengen‘

o= U (W)

i

der Menge X aller endllchen Folgen bllden w1r dle Tellmenge ﬂ

= {(m, (x1,...,x )) . (x1,..., ) €U, m= 0;1,2;.;.{

¥ von N x X, (daB der Buchstabe U vorhin auch fir Teil-
fi _mengen von X verwvendet wurde, wird hoffentlich_nicht
o storen).
RERD
"§A Sle ist eine sequentielle Teilmenge von N x X in dem
i . - e
\$ ‘Slnne, daB ihre Schaitte ' . oA
ﬁ; "Um = {(Xja---axn) f (md(x?,"°?xh)) €,U} ' - o
fi seQuentlelle Tellnengen von X 51nd und U 20U, 2 U2 a ... R
| erfullen. Hirp tranoponleren jetzt unsere. Begriffe- naxh N x X
und treffen die |
~Definition 4.1. Eine Teilmenge U von N x X heift
§§gg§g§;g;£,'fafis ihre Schnitte
U, = {(x1,...,xn)'§.(m;.(xq,...,xn)) ¢ U}
sequentielle Teilmengen von X sind und £ =T, 2 U1 = U2 = el
erlullen U heiBlt ein Sequentlaltest @n.X), wenn die Mengen _
LY bZ(U ) die Bedingung . ' " "j i
| [s - ' o  -‘~2
jt(L{m) € 2 _ (m = o:1a~~-) » e

erfullen ~und U eine rekur31v aufzah]bare Tellmenge von |

‘N x X 1st

Zﬁ jedem Sequentialtest U in N x X gewinnt man sofort_}igi"

einen Sequenblalte L/ LYT,...) in 9, indem man_a% xzy(Uﬁ)  _




Lt
7 A

R AP

)(m ;;1 ,...) setzt Dle Be21ehung zu1schen U und -
(b/o,b[ ,...) 1st ‘umkehrbar elndeutlg, deshalb wollen
wir U und (L/ 6?1,...) als. Synonym betrachten und ‘so

z.B. von Sequentlealtests in @ sprechen.

'Alle 1nteressanten Tests aus dep Uahrschelnllchkeltstheorle

des Raumes (mlt Jt ) sind Sequentialtests in dlesem Slnne.\

Deflnltlon 4. 2 Ein Sequentldltest U heiBt univers 1i
S

wenn es zu Jjedem Sequentlaltest V eine ganze Zahl>

glbt, derart, daf

0]

V. S U (m = ,...)'

gilt.

- T

Ls glbt unlverselle Sequentialtests.

s P\ Sy e s st

des analogen Theorems 3, 4). Wir begnligen unsg daher‘mit

einer Sklzze,‘

Der erste Schritt besteht in einer Gédeleumerierung
der Menge allep Sequentialtests in X = U(O) U(T)

Sie gibt AnlaB zu einer rekursiv aufzahlbaren Teilmenge

TENxUN x X = {(1 m,x) I i,m « N, x ¢ X}

(wir schreiben X statt'(xi,...,xh)),‘deren"Schnitte’




412

| | }fTi = {(m, x) (1 ‘m, x) 3 T}
:1geradeidie U(l) sind: "
T, = U(l) (‘ =0, 1,..0) .

T .
-./

Die berechenbare (nicht uberall deflnlerte) Funktlon K
£ (4, mH, %) > (m, x) i
bildet die Menge T in eine»rekursiv“aufzéhlbare Menge
UeNxX ab. Sic ist ein'Sequentiaiteét, wie man aus
der Relation: ‘
| © (i) i e

fﬁr ihre 'Schnltte leicht .entnimmt. Nun sieht man

unmlttelbar, daBB U ein unlverseller Sequentlaltest 1st

Jeder Sequentlalte t konnt alst eln T ;gﬁ; _;;N 3
U(l) mit einer passenden Godel-Nummer i vor. Die Koﬁstanté

¢ aus Definition 4.2 ist einfach diese G6delfNummérl

® 8 068 & 0 e 80 s 0 ¢ 00

Definition 4. 3 - Eine Tellmenge ?l von Q heiBt eine kon— S

- struktive Nullmenge, wenn es einen Sequentlalpggg

(L?O,CY1,...)'in Q gibt, derart, daB

(W U

gilt. Die konstruktive Nullmenge f“§L4 heiBt die
ooom=1 :
Nul?mengg des_ Tests (Zl 1,...).

.

— —— f———— —

Theorem 4.3. Die Nullmengen samtlicher hniverselleh.

S 8 o s 6 0 0 00 s 0

Sequentialtests stimmen lberein; wir nennen

diese Nullmenge T . die universelle konstruktive

Nullmenge.




| Sle umfaBt che konStrURtlve NUIlemenge,‘lst also dle:WA‘"

groﬂte kOHuthkLlVG Nul]menge. f’_p”'ﬁs”

.Der Beweis iétlunmittelbér aus;Theorémi4.2 bzv. Defipifj‘"

tion 4.2 aquiesen;'

Definition 4.4. Elne unendllche Folge_fx1, X2,...53’

“heiBt zufa11~5, wenn sie nicht’ zur unlversellen konstruk~‘,ﬁg

tiven Nullmenge oC .

univ gehox_*t. o ‘ e ,

Eiﬁe zufdllige Folge ist also dadufch.defihiert daB s1e‘"
jeden SeQucntialtOSt *ﬁberlebt'. Da aedes vernunftlge

FasUuberallgesetz der Uahrschelnllchkeltstheorle von

#

U in Q einem. chuontlaltcst entsprlchtw folgt: Eine - "JQ,Q»

"' At!, ¥
zufalllge Folge erfullt alle Fautuberall Gesetze der

Wahrschelnllchkeltuthcorlc (z B. den Satz vom' 1ter1ertenm
Logarithmus).. SlC ist insbesondere ein Kollektlv im Slnne

von von Mises.

Theorem 4.4. Es gibt unendliche zufalllge Folgen Sie

* o 0 0 0 5 8 0 0 e

\bllaun eine Menge vom Jt -Maf 1, .¢], . S 'sjff

N

Beweis. Die universelle Nullmenge df ist eine’

unlv_
it ~-Nullmenge.

Vir haben also dic MaBtheorie beniitzt, um die Existenz von

v
unendlimen zufalligen Folgen sicherzustellen;'Das.iSt‘

kein Wunder;

?@????W.%.? Sowohl az"unlv als 3P¢h 9,‘y’Cuniv Siné,ﬁbgrf’f

abzahlbar.

[ ”'{‘1

‘/ '."
¥ E




Beveis. - Sel Ul =O0und .- o AT
T . E .‘ - . ,‘ fv, v (‘.‘ RN o X ‘ . )t
Mﬁ%{ (n,%““)?@k o&-o““mnt“*
. e : [ / . ‘ y o

Dann 1st (ZY L/1,...) eln Sequentlalbest mlt der Nullegﬁh

mengefi.j L-L-_“f\\ ":97"‘ f} y'?f 4h:f:v hjh
ﬂ ={ — (Xq, Xg’..-v)ir? X21{— O (k "-‘O '&,’..e>}’-.'».l
| SlO 1st uberabzahlbar und 1n Jtunlv enth lten Dle
Uberabzahlbarkelt von 9*~3funiv folgt aus Satz 4. 4 N
Theorem 4 6 ut (x,, x2,...) c el rekur51v in. dem,blnne -

daB dle Folge X4 ,x1x2,' 1X3X5"“ 1hrer Abschnwae re—;

kursmv aufzahlbar ist, so 1~L (x,v x2,...) kelne zufal—uﬂe}

I . ) i

_lige Folge.

Bewels; (y1, xg,...) gehort zZur. Nullmenge des Sequen——

SBENE
i -

tlaltcsts (Z/ &Z1,...) mlt L( =-Q, C( "1:x;;f,,%xmj;;

~

Aus Theorem 4.5 und Theorem 4, 6 folgt daB es nleht zu—lif~i

f <.

falllge Folgcn gibt, dic nlcht rekur51v 31nd denn an'

rekursmven glbt es nur abzahlbar v1ele 'v' 74;,“‘“:u'

-

Elne felnere Klasulflkablon der nlcht zufalllgen Folgen

g evhdlt ‘man, indem man, einen - iesLen unlversellen Sequential

“ tesb U Wahlt und fur Jedes w.ﬂ (xq, XQ,...}we“O “ %ﬁifﬁfi\?
, . ,,;\‘ﬁ_“: "", [ 3 N y L

]

N - ,,\ i c e

- - ' l A ) : . - N ’ ) -j‘

m (w) = sup m, " Co K .',:\f""

' E (X1°"' x )CU e S
' SO

sebzt Flne Folgc w ist genau dann 7uf81J1g,‘wenn dle _

Tolge ' ,4, . ,'? :»'lf'w~
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m1(w),_m2(w),..ﬁ ?}

Theorem’% 7' bel f(n) (n

‘*,Zw...) elne bérechenbare
o \

: Funkulon, derart daB dlc Relhcﬂizw“" ~f(n) konstruktlv
2 : . - RN :"f: Lo, l‘l"" L IR »“z".‘ K '."‘.' o :.‘

N '-;.f. : Woel oL

2 : . = :‘ . :.

‘schne11 konverglert in dem Slnne daB es elne berechen~'"'

.—--—‘-—-'

bare Fol TC N1, Na,... von gqnzcn Zahlen > O mlt

N

00

‘,}‘:_, NZE:: i —f(n> < 2~m (m =w" 2;ﬁ;;;);i, Sl
o oen=ENp B T S A S

K(31$'“1’Xn‘p)wf n - f(n), -,(n>% ng). .

N ¢ . sy . e
‘ g V P

). e .. S R o

fBehelq.' Wir honstrulercn den Sequentlaltest (%70, X7e,..;§'

mit 29 Q, und L 'jlﬁf i  ,.jf“,§ - -«‘ff
»f37m é'{w'= (x1{ x2,,}.)'i es glbt eln n N mlb ’1 Ve

';Af . ;.;‘“:f . ; ‘ h(x1.,...x tn) < n ? f(n)}

\
,! s

o Dle zugehorlge Mcnge = J x X laBt 31ch 1n der Gestalt

{(m, (y1 f.yn))‘{ es glbt eln n und eln Programm p
S mit U(p,m) %, l(p) <n f(m),,gjf'

. N } ..iw.p

' : i [
. - Lt e »‘ . ; A W
. C v : " N .

' A R A ot \ 5 §




Y ein bestimmbtes HaB wic JT feobgelegt lSL (vgl Martln LOf

e

glbt es elne ganze Zahl c O derart daB

’gilt\ Uenn also . (x1, x2,...) elne zufalllge Folge und

etwa nicht in L( b(( ), somit. also auch nicht’ 1n.ﬁ?m+c L
ist, so glbL es nach der. Deflnltlon der %9 ‘kein n éme+é‘ o
mit K(k1,;,,. n!n) <{n f(n) ' f‘:;f& ~f 'v_‘b-i jTﬂfff*f”‘“
‘Es gilt also, | B DT L
-K(ki,.{..xnfn> éin‘— f(n) .. i(n1é Nm+c).' f:i

. Ulr bemerken noch, daB man. auch eine vernunftlge Deflnltlon

des Begrlffs zufalllge Polgc geben kann, dle nlcht auf
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